i 2.4 Vectores

Introduccion

El estudio de los vectores, su geometria y su
aritmeética, desempenan un papel importante en el
campo de la ciencia.

En el plano y el espacio los vectores tienen
existencia doble: son a la vez objetos algebraicos y
geométricos. Esta dualidad permite estudiar la
geometria con metodos algebraicos.



i Operaciones vectoriales

Vector de n componentes

Un vector de n componentes es un conjunto
ordenado de n numeros escritos en la forma

(X1, X5, ..y X,)

El vector puede ser vector renglon o vector
columna.



Los elementos x,, x,, ..., x, son las componentes
del vector.

Por simplificacion, se hara referencia a un
vector renglon de n componentes como un

vector-n.

Vector cero €s aquel cuyos elementos son todos
cero.



+

Ejemplo: Tres vectores

(2, -1) es un vector-2
(3,0, -1) es un vector-3
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Los vectores 2 y 3 pueden interpretarse geometri-
camente como puntos en el plano o en el espacio.
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Los vectores se denotaran con letras minus-
culas negritas, asi u, v, a y b representan
vectores.

El espacio R"

Se usa el simbolo R" para denotar el
conjunto de todos los vectores-n (x,, x,, ...,
x,), donde los a; son numeros reales. Asi, R®

es el conjunto de vectores en el plano. Y



R’ es el conjunto de vecto-
res en el espacio.

Se consideran las dos opera-
ciones siguientes con vecto-

res:

i) Suma: La resultante u +
v de dos vectores se obtiene
de la ley del paralelogramo.
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ii) Multiplicacion por
un escalar. El producto
ku de un numero real k
por un vector u se obtie-
ne multiplicando la mag-
nitud de u por k.
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Los vectores del mismo tamano pueden
sumarse componente por componente:

(L, -1) + (4,-2) = (5, -3)
(1, 29 3) + (4, '29 -7) = (59 0, -4)

La suma de vectores 2 y 3 se representa en
forma geométrica como la flecha diagonal
del paralelogramo cuyos lados son los

vectores dados.
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Un vector-n puede multiplicarse por un
escalar, componente por componente

5(4, -2) = (20, -10)
3(4,-2,-7) =(-12, 6, 21)
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La diferencia u — v se
representa COmo u +
-Dv. Situ=(@3,2), v-=
(4, -1). Entonces

u-v=(3,2)-(4,-1)
=(-1,3)
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i Vector de base estandar de R”

El vector-n que tiene 1 como i-ésimo
componente y todos los demas componentes 0
se denota por e, Los vectores e, e,, e, ..., €, S€
llaman vectores de base estandar de R”

Para R’

€, = (19 O)a c = (09 1)

Para R’

e, =(1,0,0),e,=(0,1,0),e;=(0,0,1)
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Teorema 3
Propiedades de las operaciones
vectoriales

Sean u, v, Y w vectores-n, Y 'y S escalares

¥  u+v=v+u propiedad conmutativa

% u+(v+w) =(u+v)+w propiedad asociativa para la suma
% u+0=0+u existencia del cero

# u+(u) =0 inverso aditivo

¥  au+v) = av+ au propiedad distributiva para escalar
#*  (a+pPu = ou+ fu propiedad distributiva

%  (afu = a(bu) = Hau) propiedad asociativa

%  lu=u existencia de la unidad
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Estas propiedades permiten operaciones del
siguiente tipo:
Determinar el vector x tal que 2x - 4v = 3u

2X - 4v +4v=3u + 4v
2X = 3u + 4v
X =3(12)u + 2v
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Producto punto, norma, angulo y

i distancia

La norma, longitud o magnitud de un vector-n,
u, es la raiz cuadrada positiva:

HuH:\/uf+u22+---+uj

La distancia entre los vectores u y v se define
d=llu-vll
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d = |u-v|

U]
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i Producto punto o producto interno

Sean u y v vectores no u-y
nulos y perpendiculares,

entonces u - v tiene la re- u
presentacidon geométrica M
mostrada.

17



+

Aplicando el teorema de Pitagoras

la — vIIZ = [lall> + lIvll?

Conu=(x, y)VY V= (x, )y, se define el
producto punto o producto interrno como

UeV=(x,y) (X3 ¥) =X X+ Vo
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‘L Ejemplo

Seanu =(-1,2,3,0), v=(2,0,2, 00y w = (-2,
0,-2, 1).

Calcularu.v,uewyvew
u.v=_(-1)-2)+2)(0)+3)(2)+(0)(0) =3
u.w=(-1(-2)+2)(0)+(3)(-2)+0)(1) = -4
Vew=(-2)(-2)+(0)(0)+(2)(-2)+(0)(1) =0

Los vectores v y w se dice que son ortogonales
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Vector unitario

Seav= (v, v, ..., v,) un vector distinto de cero
1 2 n- n n P 4
y sea u el vector unitario en la direccion de v,
Vl’l
A\

entonces
u:L:(L j
[ —

Los vectores-3 unitarios, a lo largo de los ejes
coordenados son e, e, Y e; Yy se les representa
también por i, j, k.
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Teorema 4.
i Propiedades del producto punto

Sean u, v, Y w vectores-n, y « escalar

uev =veu simetria
u*(v+w) =(uev)+(uew) aditividad
a(uev) = (¢u)*v=u+(av) homogeneidad
u*u=0. Ademas,u*u=0

siysolosiu=0 positividad

L S
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i Propiedades importantes

Si uy v son vectores-n se tiene:

u+yv

u—v

u

u

2

2

_I_

_I_

A\

\4

gt 2(uev)

g 2(uev)

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: [usv|< |u]||v]

Desigualdad del triangulo:

v < ul +[¥]
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i Desigualdad del triangulo en el plano

B B
Il

u+v
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i Angulo entre vectores

Sean u y v vectores-n diferentes de cero. El
angulo entre los vectores es

UeV

06
Jufi[v]

cos @ =
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i Proyecciones ortogonales

Sean u y v vectores-n di-
ferentes de cero. La pro-
yeccion de u sobre v, se
denota por proy(u, v) y es

ueVv UeV
‘2 V=—""¥V

proy(u,v) =

Uy
VeV wW=u- —|—-|2—v es ortogonal a v
v

M
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i 2.5 Matrices

Operaciones matriciales. Suma, multiplicacion
por un escalar y multiplicacion matricial.

Recuérdese que una matriz es un arreglo rec-
tangular de mxn numeros en forma de m ren-
glones y n columnas. Se denotan por mayusculas
en negritas.

1n

(a, ... a, )
A=| :

\aml T amn)
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El nimero a; es el (i,j)-ésimo elemento de A. El i-
ésimo renglon v la j-ésima columna de A son

alj

a. .
[ail A - ain] !

Clmj

Una matriz de 1xn es una matriz renglon y una
de mx1 es una matriz columna o vector.
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i Matrices especiales

Matriz cero: Matriz identidad:
O 0 --- 0 1 0 --- 0
O 0 -+ 0 0O 1 --- 0
o=/ . . . . I:: Do :
00 . 0 0 0 o 1
a 0 0

Matriz escalar:




Matriz triangular superior: Matriz diagonal:
Ay Gy 4,
0 a, - a, a, 0 - 0
: L 0 a, 0
O O o al’ll’l . E . .
Matriz triangular inferior: 0 0 - a,
a, 0 - 0
dy Gy 0
anl O ann




Suma de matrices y multiplicacion
por escalar

2 -1 3 2
Suma de matrices: A—{4 J y B—{4 0}
3

2 -1} (3 2) (243 —-1+2) (5 1
A+B=|4 2J+ —4 0|=|4-4 2+0 |=|0 2}
3 0) \-1 3) (3=1 0+3) (2 3

3 2) (2 -1 (3-2 2+1) (1 3
B-A=|—4 0} 4 2 |=|-4-4 0-2|=|-8 2}

-1 3 3 0 -1-3 3-0 -4 3
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Multiplicacion por un escalar

Definicion: Sea A una matriz y « un escalar. El
multiplo escalar de A por ¢, denotado ¢A, es
la matriz que se obtiene al multiplicar cada
elemento de A por ¢

(a, ... a,) (@a, .. aa, )

1n

acA=ca| : . = |=

\aml o amn) \aaml o aamn)
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Teorema 6
Leyes para suma de matrices y multiplicacion
por escalar

Sean A, B y C matrices de mxn, y sean «, y
escalares cualesquiera, entonces:

* (A+B)+C = A+(B+C) #* a(A+B)= aA+oB

#* A+B =B+A ¥ (a+ ) C=aC+pC

* A+0=0+A=A ¥ (af)C=a(fC)=L(aC)
£ ¥

A+(-A)=(-A)+A =0 A=A
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Las leyes anteriores nos permiten resolver
ecuaciones matriciales sencillas. Ejemplo, sean

(1 2 0] (0 1 3)

A= y B=

0O 0 -1 I 0 -1

Determinar la matriz X tal que 2X - 4B = 3A
2

X=32)A +2B =

33



i Multiplicacién matricial

Definicion: Si A es una matriz mxk y B una
matriz kxn, el producto AB es la matriz mxk
cuyas columnas son Ab,, Ab,, ..., Ab, en las
que b,, b,, ..., b, son las columnas de B.

Ejemplo: 1 2 a4
2 0 1

A= B=|—2 4
2 1 2

6 7 6
AB=[Ab, Ab, Ab.]=| =
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Teorema /
i Leyes de la multiplicacion matricial

Si A es una matriz de mxk, y B y C tienen
tamanos tales que las operaciones siguientes
son validas, vy si « es cualquier escalar.

#* (AB)C=A(BC)
AB+C)=AB+ AC
(B+C)A=BA +CA
a(BC)=(aB)C=B(a()
[ A=Al =A

* sk %k 3k

En general AB # BA
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Ejemplo:

Comprobar la ley distributiva y asociativa de la
multiplicacion de matrices si:

1 1 6 7 4 6 10 6
AB+C)=|0 I}G i](4 5} (AB)C=|3 4 G (l)j[7 4}
1 0 2 2 1 2 3 2
4 6 2 1 6 7 1 1 10 6
AB+AC=|3 4J+{1 1}[4 5} ABOC)=|0 1 (3 2): 7 4
I 2 1 0O 2 2 1 0 74 3 2




i Potencias de una matriz cuadrada

A’ =AA=(AA)A
Para enteros positivos cualesquiera:
ATA™ — AT
(A")" = A™
(@A) =a"A"
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i Matrices y sistemas lineales

El sistema lineal:
x+3y-z=4
2x+y+3z =9
4 +2y +z =11
Puede representarse matricialmente:

1 3 =1\x)\ (4)
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i Matriz inversa

Definicion: Se dice que una matriz A de nxn es
/nvertible, o no singular, si existe una matriz B,
llamada /nversa de A tal que

AB=1YyBA =1

Las matrices siguientes son inversas:
2 7 4 -7 2 7\ 4 -7) (1 0O

y — =
1 4)° (-1 2 1 4)(-1 2 0 1
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Para matrices de 2x2 si

i

Entonces su inversa es

Si A es invertible,
entonces Ax = b
tiene, exactamen-
te, una solucion
que es x = A''b.
Ejemplo:
x—4y=2

x—3y=1

40



‘L Propiedades de las matrices inversas

% (AB)'=B'A"

# (AN T=A

# (aA)'=(1/a) A
# (A= (Al
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i Calculo de A-!

Existen tres métodos para calcular la inversa de

una matriz.

1. Métoc
2. Métod

3. Métod

o de Gauss
0 de la adjunta
0 Montante
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i Método de Gauss

Algoritmo. Si A-! existe:

1. Obtener la forma reducida escalon de [A|I],
hacer [B|I]

2. Si B tiene un renglon 0, A es no invertible.
Caso contrario continuar en 3.

3. La matriz esta en la forma [I|A1].
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-1

35 =2

Calcular A1 sj

—4
1
—4

v TN
o 7
o O
S — O
— O O
!
o O
oS = O
— O O
79T
S < v
— N N

—4
1

—4

(-2 5

—1

0
-3 5

A—l
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i Transpuesta de una mattriz

La transpuesta, AT de una matriz A mxn,
es la matriz nxm cuyas columnas son los
renglones de A en el mismo orden.

(1 4

12 3) .,
A= AT=|2 5
45 6

3 6

1 2) ., (1 2
B= B =
2 4 2 4




i Propiedades de la transpuesta

¥ A+B)!=AT+ B!
¥ (ADIT=A

¥ (aA)!'=a Al

¥ (AB)! =B’AT

# (A= (AH!
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i Método de la adjunta

. L adjA
Se define A'=2
A

Donde adj A es la matriz adjunta de A |a
cual es la transpuesta de la matriz de
cofactores. Un cofactor es un menor con

signo dado por
Cl.j =A; = (-1) +J’Al.j
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El menor, A, de una matriz cuadrada es
el determinante formado al eliminar la i-
ésima fila y la j-ésima columna de la
matriz. Ejemplo: Determinar la inversa de

1 0 -1
A=[3 4 2

3 5 2

A[=1](4)(-2)=(5)(=2) |- 0[ (3)(-2)-(3)(-2) ]+ (=) [ (3)(5) = (3)(4)

Al=-1
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Calculo de menores de A

C, = —11+14 - =+4+2;C,, = —11+23 B —0:C. = _11+33 4_+3
n=0ED T =D SR s =D 3 5"
2+1O _‘ ‘1 -1 1 O‘

C21 = (—1) =—5;C22 =+ =+1; C23 - — =-5
5 2 3 2 3 5
0 -1 ‘1 -1
C=+ =+4;Cy, =~ =—1;C,, =+ = +4
4 -2 3 =2
(2 0 3) AdjA =[C,;1=IC,T
[C,1=|-5 1 -5 (2 -5 4
\4 —1 4) AdGjA=|0 1 -1
\3 -5 4)

49



5 4)
I -1
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‘L Método Montante

Calcular A-! si 1o -l
A=|3 4 =2

3 5 2

Primer paso }N"t@

W Mo -1/1 0 0
3 4

20 1 O
‘ Pivote anterior \3 5 200 0
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Haciendo ceros abajo del pivote vy
determinantes de 2x2 para el resto de

renglOnes Pivote anterior |
(D) (10 -1 1 00\©/4o—4 4 0 0

-3 1 0] =0 4 1|3 1 0
-3 0 1, 0 0 3 =5 4

Pivote anterior Pivote actual

Pivote actual
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(4) (-1 o0

0 -1
. O O
[determinante

0
0
—1

2 =5 4)
0 1 -1

3 -5 4
J

N

Y

Adj A

(-2 5
0 -1
-3 5

—4)
1

—4
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