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i 3.1 Espacios vectoriales

El espacio vectorial R” es un conjunto de elementos
llamados vectores en los que se definen dos
operaciones, la adicion y la multiplicacion por un
escalar. También tiene otras propiedades alge-
braicas, la conmutatividad y la asociatividad
u+v=v+u
ut(v+rw)=(u+v)+w
Se analizan éstas y otras propiedades para formular

un conjunto de axiomas que definen un espacio
vectorial.
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i Definicidon: Espacio vectorial

Un espacio vectorial es un conjunto de elementos
llamados vectores en los que se definen dos
operaciones, la adicion y la multiplicacion por un
escalar y satisfacen las siguientes condiciones:

Seanu, vywe Vy ay [ escalares.

Axiomas de cerradura
¥ utve V
¥ aue V
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Axiomas de multiplicacion

. . ., or un escalar
Axiomas de adicion P

¥ utv=v-+u

¥ a@mtv)=autav
Fut(vEW=UWrV)tW % (gt B)u=aqu+ Su
# utl=u * (af)u= a(fu)
¥ ut(-u)=10 % lu=u
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i Espacio vectorial de matrices

Considérese el conjunto de matrices de 2x2.
Denotado por M,,. Usando notacidn vectorial, sean

Ll

Si se satisfacen todos los axiomas, se tiene un
espacio vectorial.
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i 3.2 Subespacios de R”

Un subconjunto ¥ no vacio de R” se llama
subespacio vectorial de R” si se satisfacen las

siguientes propiedades.

1. Simyvestanen V,u+vestaenlV.

2. Si a es cualquier escalar y u esta en V,
entonces oru esta en V
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i Ejemplos

{0} y R” son subespacios de R".

También se les llama subespacios triviales de
R”,

2. V={(x,y,0),x,ye R} es un subespacio de R3.

3. V={x,y,x+y),x,ye R} es un subespacio de
R3.

4. El conjunto V' = {(x, x + 1), x € R} no es
subespacio de R2.
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3.3 Combinacion lineal de vectores

Definicion:

Sean v,, v,, ...,v, vectores-n de un espacio vectorial
V. Se dlce que v, un vector en ¥, €S una
combinacion lineal de los vectores v,, v,, ..,v, Si
existen escalares ¢, &, «,, tales que

vt oV, T, V=V
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i Ejemplo

El vector (5, 4, 2) es una combinacion lineal de los
vectores (1,2, 0), (3, 1,4) y (1, 0, 3) puesto que

(5,4,2)=(1,2,0)+2(3,1,4)-2(1, 0, 3)

El problema de determinar si un vector es
combinacion lineal de otros vectores se convierte
en resolver sistemas lineales.
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i Ejemplos

Determinar si el vector (-1, 1, 5) es una
combmauon lineal de los vectores (1, 2, 3), (0, 1,4)y
(2,3, 6)

2. Expresar el vector (4, 5, 5) como una
combinacion lineal de los vectores (1, 2, 3), (-1, 1, 4)

y(3,3,2)
3. Demostrar que el vector (3, -4, -6) no es una

combinacion lineal de los vectores (1, 2, 3), (1,4, 5) y
(-1, -1, -2)
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i Dependencia e independencia lineal

Definicion:

a) El conjunto de vectores {v,, v,, ..., v,} en un
espacio vectorial V' se dice que es linealmente
dependiente si existen escalares ¢, «, ..., @,
no todos cero, tales que

ov,+ v, .. +av,=0
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Definicion

b) El conjunto de vectores {v,, v,,
linealmente independiente si
ov,+ v, .. +av,=0

solosia, a, ..., &,=0
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Ejemplo:
Vectores linealmente dependientes

El conjunto de vectores {(1, 2, 3), (-2, 1, 1), (8, 6, 10)}, €S
linealmente dependientes en R3.

al(la 29 3) + az('za 19 1) + %(89 69 10) =0
10

1 =2 8)a) (0 1 2 g0y | ?O 1 0 410
2 1 6| |=0 2 1 6[0|~0 =210(~l0 1 =210
31 10)ley) (O 31 10|10/ [0 00| (00O 0]0

—4r (1,2,3)+2r (2,1, 1) + r (8, 6, 10) = 0

O = W=
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Ejemplo:
Vectores linealmente independientes

El conjunto de vectores {(3, -2, 2), (3, -1, 4), (1, 0, 5)}, es
linealmente independiente en R3.

a1(39 '29 2) + %(39 '19 4) + 0%(1, 09 5) — 0
1

11 =0

3 3 1)) (0 33 1]0 3 1 0 00

-2 -1 0|, |=|0 —2—100~01%0~0100

2 4 5)\e) (O 24 510) | o 4 1ol L0010
G=0=03=0
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Ejemplo:

Considerar las funciones f (x) = x> + 1; g(x) = 3x - 1,
h(x) = -4x + 1, del espacio vectorial P, de polinomios de
grado < 2. Demostrar que el conjunto de funciones
{f, ¢, h} es linealmente independiente.

of+ og+toh=0
a(+)+aBx—1)+a(-4x+1)=0
1o ooy (1 o ofoy " 2% n
0 3 —alo|l]|o 3 —4lol~|o 1 =2 |0|-|0
0

1 -1 110

oS = O

_—0 O
o O O
N—

0O 0 1|0
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3.4 Espacio generado por un

i conjunto de vectores
Definicion:
Se dice que los vectores-n v,, v,, ..., v, generan un

espacio vectorial si todo vector en el espacio se
puede expresar como una combinacion lineal de
estos vectores. Se denota por Gen {v, v,, ...,V }.

Un conjunto generador de vectores define, de
alguna forma, el espacio vectorial puesto que cada
vector del espacio se obtiene de este conjunto.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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Ejemplo:

0s vectores (1, 2, 0), (0, 1,-1) y (1, 1, 2) generan R3.
Solucion: Sea v = (x, y, z) un elemento cualquiera de R3.

(1, 2,0) + a5(0, 1,-1) + o5(1, 1,2) = v

1 0 1)« X
2 1 1|« |=|y
0 -1 2\ z

L] z
1 0 1]x » 9 ) 1 0 0| 3x—y-—z
2 1 1|y|~-l0 1 =2 —z ~10 1 0| 4x+2y+z
0 -1 2|z 0 0 I |-2x—y—2) 0 0 1|—(2x-—y—2)
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Ejemplo:

¢Esta el vector (2, 3) en Gen{(1, 2), (3, 5)}?

Solucion: Esto es cierto si:
a,(1,2) + 053,35) = (2, 3)

1 3
2 5

Capitulo 3
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Ejemplo:

Demostrar que Gen {E,, E,,, E,,, E,,} = M,,

Solucion: Sea A una matriz de 2x2:
g Eg+tgEp+ ogEy, + K,

, = A
1 O 0
A= ‘i e =, +
a, dy 0 O 0
(an au]:[al azj
dy Uy o, o,

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo

Sean: v, =

(1,2),v,=

1. Gen{v,,v,}

Solucion:

:

Capitulo 3

Sea v =
espacio generado. Entonces,

3
5

H

1
0

(3, 5), v;= (2, 4). Determinar

(x, ¥) un elemento cualquiera del
av,+0o,v,=V
3 X I 0| -5x+3y
1| 2x—y 0 1| 2x—y
Gen {v,,v,} = R?

Espacios Vectoriales
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(continuacion)

2. Gen {v,, vy}

Solucion: Sea v = (x, y) un elemento cualquiera del

espacio generado. Entonces,

1 2
2 4

oV, +0,V, =V
X 1 2 X
y 0 0| —2x+y

Capitulo 3

v=(x,2x)=(1,2)x=(1,2)r

Gen{v,,v,} ={rv,,re R}
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Las siguientes afirmaciones son ciertas:

el S

{e,, e,, e, ... e } generaaR"
1> ¥2> %3 n

{1, x,x%, ... x"} genera P,
{E;,E;, E;5, ... E,, } genera M
{E;;, E,», E55, ... E, } genera D

n

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i 3.5 Bases y dimensién

Definicion:

Un conjunto no vacio 5 de un espacio vectorial
distinto de cero es una base de 1 si:

1. Bes linealmente independiente

2. bBgeneraaV

Conocer la base de un espacio vectorial es util para
comprender el espacio y sus propiedades.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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Teorema /.
Todo espacio vectorial tiene al menos una base

Las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. {e,, e, e, ... e} base estandarde R”

2. {l,x,x2, ...x"} base estandarde P,
3. {E,,E;,,E,, ...E } base estandar deM

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo

Demostrar que el conjunto {(1, 0, -1), (1, 1, 1), (1, 2, 4)}
es una base para R3.

Solucion:
1. Este conjunto de vectores es LI si

a(1,0,-1) + a1, 1, 1) + (1,2, 4) = 0

1 1 1 0 1 1 1 O 1 0 0 O

0 1 2 0|~({0 1 52 0|~]/0 1 0 O

-11 4 0 0O 0 1 O 0O 0 1 O
o= 0= 05=0
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Sea v = (x, y, z) un elemento cualquiera de R3.
2. Este conjunto de vectores genera a R3 si

25(1,0,-1) + a5(1, 1, 1) + 05(1, 2, 4) = v

111 x) (1 1 1 X 1 0 0 2x-3y+:z
0 12 y|~|0 1 52 (x+y)/2|~|0 1 0 —2x+5y-2z
-1 1 4 z 0 0 1 x-2y+z 0 0 1 X—2y+z

o4=2x-3y+z0=-2x+S5y-27; 04=x-2y +z¢
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i Dimensidn
Definicion:

Si un espacio vectorial J tiene una base que consta de »
vectores, entonces la dimension de V es n, que se
denota por dim(7).

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo

Considere el conjunto de vectores {(1, 2, 3), (-2, 4, 1)} en
R3. Estos vectores generan el subespacio V' que consta

de todos los vectores de la forma
al(la 29 3) T %('29 49 1) =V
Ademas, el segundo vector no es mdultiplo del primer

vector, por lo tanto, son LI. Por consiguiente, los
vectores forman una base para V. Asi, dim (V) = 2.
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i 3.6 Rango de una mattriz

Definicion:
Sea A una matriz de mxn. Los renglones de A se

pueden considerar como vectores renglon r, r,, ..., r,,

y las columnas como vectores columnas c¢,, ¢,, ..., c,.
Los vectores renglon generan un subespacio de R~

llamado espacio renglon de A, y los vectores columna
generan un subespacio de R llamado espacio columna

de A.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo

Considerar la matriz: A=

-1
1

1
3
5 1

~ B
S NN

|

1’1:(1,2,-1,2),1"2:(3,4, 196)9 1’3:(5,4, 190)

Los vectores renglon de A son

Estos vectores generan un subespacio de R* llamado
espacio renglon de A.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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Los vectores columna de A son:

1 2 2
¢, =|3,¢c,=|4|,c;=| I |,¢,=|6
5 - 0

Estos vectores generan un subespacio de R3 llamado
espacio columna de A.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Rango de una matriz

Definicion:
La dimension del espacio renglon y del espacio

columna de una matriz A, recibe el nombre de rango
de A. El rango de A se denota como rango(A).

Teorema 8

El espacio renglon y el espacio columna de una
matriz tienen la misma dimension.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo

Determinar el rango de la matriz

>

1
[\ I e R
hnh = N

3
2
8

Se tiene
2,5,8)=2(1,2,3)+ (0,1, 2)

Asi, (1, 2, 3) y (0, 1, 2) forman una base para el espacio
renglon de A, el rango(A) =2
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i Teorema 9

Los vectores renglon diferentes de cero de una matriz
A de forma escalon reducida constituyen una base
para el espacio renglon de A. El rango de A es el
numero de vectores renglon diferentes de cero.

Ejemplo:
Determinar el rango de la matriz A=

S O O N
o = O O

o o o =
o o = O

rango(A) =3

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo

Encontrar una base para el espacio renglon de la
siguiente matriz A y determine su rango.

2 3)| (1 2 3) (1 5/2 2Y (1 0 7)
A=|2 5 4|12 5 4(~]/0 1 =2|~|0 1 =2

sl s)lo o o) oo o)

B — {(19 09 7 )9 (09 19 '2)}
rango(A) =2

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Base para el espacio columna

Encontrar una base para el espacio columna de lIa
siguiente matriz A.

I 1 0 1 2 -0\l (1 2 =1\ (1 0 5
A=|2 3 =20:A"=l1 3 =a|||1 3 =al-lo 1 =3
1 4 6 0 -2 6 0 2 6] oo o
(1N 0
=<0 1 [}

\5)\-3)
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i Generalizacion:

El procedimiento anterior puede generalizarse para
encontrar la base de un subespacio ” generado por un
conjunto de vectores. Los vectores se expresan como
vectores renglon de una matriz y se reduce la matriz a
la forma reducida escalon. Los vectores renglon
diferentes de cero de la matriz reducida escalon
proporcionan una base para 7.

Capitulo 3 Espacios Vectoriales
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i Ejemplo:

Determinar una base para el subespacio V7 de R4

generado por los vectores
(19 29 39 4)9 ('19'19'49'2)9 (39 49 119 8)

Solucion, A es la matriz cuyos renglones son los

vectores anteriores.
4
A=l-1 -1 -4 =2

1

3

2

4

Capitulo 3
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|

1 2 3 4) (10 5 0
1 -1 =4 =2|~|0 1 -1 2
3 4 11 8) (0 0 0 0

B — {(19 09 59 0 )9 (09 19 '19 2)}
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